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Résumé

Dans cet article, nous présentons des nouvelles conditions de transmission pour une méthode de décomposition de
domaine, appliquées a un probleme de diffraction. Contrairement aux conditions utilisées dans la littérature, les
conditions développées ici sont non locales, mais s’écrivent sous la forme d’un opérateur intégral (de type potentiel de

. . . , 1 . .
Riesz) sur I’interface entre deux domaines. Cet opérateur, d’ordre -, permet d’obtenir une convergence exponentielle de
2

I’algorithme de décomposition de domaine. Une analyse spectrale de ’influence de I’opérateur est présentée sur un cas
simple de type plan infini, puis quelques résultats numériques sont mis en avant.

Introduction

Les problémes de diffraction par des objets €lectriquement larges interviennent dans de nombreux domaines. Le calcul
numérique de ces problémes reste limité par les ressources matérielles (mémoire et temps de calcul) a cause du nombre
important d’inconnues, particuliérement quand des matériaux inhomogenes sont présents. Les méthodes de
décomposition de domaine sont d’un grand intérét dans un contexte d’éléments finis. Le probléme est décomposé en
plusieurs sous-problémes couplés, qui peuvent étre résolus indépendamment, réduisant la mémoire nécessaire et
facilitant le calcul paralléle.

Comme ces sous-domaines font intervenir de nouvelles interfaces, il faut trouver des conditions & ces interfaces pour
obtenir un probléme bien posé¢ dans chaque sous-domaine. De plus, les conditions aux nouvelles interfaces (ou
conditions de transmission) influencent la vitesse de convergence de 1’algorithme de décomposition de domaine.

De nombreuses études ont été réalisées sur ces méthodes de décomposition de domaine, et en particulier sur les
conditions de transmission. On peut notamment citer les conditions de transmissions de Després [1] qui sont une
combinaison linéaire particuliére des conditions de Dirichlet et Neumann, ou encore les conditions faisant intervenir des
ordres de dérivée plus élevés comme dans [2] ou [3]. Certaines conditions font également intervenir des opérateurs de
type fractions rationnelles comme dans [4]. Cependant, ces conditions de transmission ne possédent pas les propriétés
permettant une preuve théorique de convergence géométrique des algorithmes itératifs de la décomposition de domaine.

1. Théorie générale de la décomposition de domaine

Nous étendons ici la théorie générale développée dans [5] au cas ou I’opérateur de transmission posséde une partie
réelle et une partie imaginaire. Pour cela, nous reprenons strictement leurs conventions et notations :

Soit  un domaine fermé par une interface I'. Le probléme consiste a trouver u € H'(Q) tel que

—AM—w*u=f, dansQ
oou+iwu=nh, surl

@ { (M)

Si f € L2(Q) et h € L?(T), alors il existe une unique solution u au probléme, tel que Au € L?(Q) et d,u € L*(T). On
introduit (Qy)y=1.x une partition de Q. On note X;; = QN ;.

Les restrictions des grandeurs aux domaines () (respectivement X ;) seront notées avec I’indice k (respectivement kj).
Dés lors, le probléme initial () est équivalent a I’ensemble des problémes couplés :
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(—Au, — w?u, = f,, dans Q,
Oy Ui + lw uy = hy, sur
(Pe) U = Uj, sur Zy; 2)
k On Ui = =0 1y, SUT Xy

Soit T, et T;x; deux opérateurs réels définis sur ;. On suppose que T;; s’€crit sous la forme Aj;A,; et qu’il est

1
injectif, avec Ay; une isométrie de HE(Z,(]-) dans L? (Zk]-). On pose Ty, = 0 et T; 4, = 1. On suppose également que

Ty jk = =Tryj et que Ty ji = Tixj. Onnote que Ty; = Ty p; + iy = —m. On définit alors les problémes suivants :
—Muy, — w?uy = fi, dans Q
(P) { On i +iw uy = hy, Sur Xy (3)
On Uy + T juy = —6njuj + wTyju;, sur Xy

L’injectivité des T;; assure alors 1’équivalence des problémes (Py) et (Py). Tandis que I’ordre % de I’opérateur Ay;

assure la convergence exponentielle (voir [5]).
Dans la suite de I’article, nous prendrons T, ; = Tj;, de telle sorte que la condition de transmission s’écrive (z étant
une constante complexe) :

* — = A\ ¥
O, i + 0z Ny Ay juy = —an).u]- — w ZAy Ay

1
2. Explicitation d’opérateurs de Hz(Z) dans L?(Q)

1
On recherche un opérateur A de Hz(R%) dans L?(R%), avec d la dimension de ¥ (d = 2 pour un probléme 3D, d = 1
pour un probléme 2D). Pour cela, nous utilisons la transformée de Fourier u(x) € L2(R%) — (k) € L*(R%). Le
symbole de I"opérateur A doit vérifier

1 =R 1
C_(1+ k)7 < |A(K)| < €1 + |k|D)7
o 1
Etudions ’opérateur A, de symbole Ay (k) = |k|z. On décompose son symbole de la maniére suivante :
— 1 3
Kok) = [k|Z = —ik - (|k| ; ik)
_3
Ceci permet d’écrire formellement, si la transformée de Fourier inverse de |k| 2 est un noyau intégrable X, :
Nou() = = div [ #o(lx = yDTu()dy
R
ou encore sous la forme bilinéaire :
o) = [ [ 30l = yDTu@T)drdy
R4 JRd

Ce noyau appartient a la classe des potentiels de Riesz [6], qui correspondent aux puissances fractionnaires de
I’opérateur — A. En particulier :

3
o) = 2 L 23)

|x|?"2

avec C (1,3) = — \E etC (2,3) =2r G) des constantes. Finalement, nous utiliserons un opérateur du type

(Au,v) = alu,v) + Bf J- Ho(lx — yDVu(x)Vv(y)dxdy
rd Jrd
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L’inconvénient de ce type d’opérateur (ou plus généralement, de tout type d’opérateur vérifiant les propriétés voulues
pour la convergence exponentielle) réside dans sa non localité. Apres discrétisation, ils conduisent a des matrices
pleines, nettement plus colteuses a résoudre. Pour pallier a ce probléme, on peut cependant introduire une troncature
dans I’intégrale. On utilise pour cela une fonction de troncature ys(x) suffisamment réguliére. Pour conserver le

3
comportement en s~z a I’infini, il faut en effet soit de classe ¢2. On prend par exemple

x
xs(x) = x (5)
x(x) =1V]|x| € [0,1]
@) =0V|x| =2
x estun polynéme de degré 5 pour |x| € [1,2]
La forme bilinéaire devient donc :

(A, v) = a(u,v) + B f f (1 = Yo (1 — YDVu() Vo (y)dxdy
R JRA

3. Etude analytique spectrale sur le plan infini
On considere le probléme 2D (invariant par translation selon y) présenté Figure 1. Il s’agit d’un demi-espace vide

(z = 0) et d’une couche de matériau d’épaisseur d (—d < z < 0) avec une permittivité et une perméabilité relative € et
. 2nft
1. Une condition d’impédance est placée en z = —d. On envoie une onde incidente de la forme u = e *x**kozz+=)

avec k2 + k3, = k. ko = g est le nombre d’onde dans le vide, et k = ky+/ue celui dans le matériau, c étant la vitesse

de la lumiére dans le vide. On a k? = k2 + k2. On note de plus s = i—"
0

N
g u=1
k
v,
® 8
S 0 x
2'Z=
SI:Z='h ----E-;j """""""""""""""""""""""""""""""""""""""""" -J
' 14
SG:ZZ-d } 2
Figure 1: Géométrie du probléme
Les équations de Maxwell donnent dans chaque polarisation :
(0f + 07 + k*E, =0 ((6,? +0; +k*)H, =0
1 1
Hx =,—62Ey Ex = —,—azHy
TE : lkﬂf‘ ™ : lfos
z lkoll Yy | z lkog S
E,=E,=H,=0 \ Hy=H,=E, =0

3.1. Solution au problé¢me exact
La solution s’écrit sous la forme générale (A(s)e*? + B(s)e~kz(d2)eikosx ou A(s)e ()% représente une onde
entrante et B(s)e ~*z(9)% une onde sortante. En particulier, dans le vide, A = 1 et B = Rq est le coefficient de réflexion.
Dans le matériau, A(s) et B(s) ne dépendent que de s et des parameétres physiques du probleme. La continuité des
champs tangents en z = 0 et la condition d’impédance en z = —d nous donnent les trois équations pour résoudre le
probléme. On peut le formuler sous forme matricielle :

o 1 07 [Bs 0
1 1 —1f-|4 =[ 1 ] (4)
1 -1 -y Ry Vs

s
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avec pour chaque polarisation :

1+7 kkz Z + ]5 £
_ ok ,2ik,d _ 0€ ,2ik,d
Ps = k, Ps = —kz
TE: 1_Zk0ﬂ T™M : Z_koé‘
Vs = kaH Ve = kas
\ 5= %, L\ 577,
La premiere équation de (4) correspond a la condition d’impédance sur I’interface z = —d, tandis que les deux

derniéres équations sont la continuité des champs tangents. Notons de plus que 1’on peut passer de la polarisation TE a
la polarisation TM en changeant les paramétres (u, €, Z) en (s, u, %) De I’équation (4), nous pouvons calculer le

déterminant de X ainsi que la solution R :
detXZ, = _[(ps()/s + 1) - (]/S - 1)] Q)

_ 1+(ps+ys(1_(ps)
s det X
L’équation (5) nous donne les zéros du déterminant du systéme, c’est-a-dire les valeurs de s pour lesquelles le systéme
est mal posé. Ceci est dii au plan infini : nous ne sommes pas exactement dans le cadre théorique étudié précédemment.

3.2. Systéme aux interfaces
Dans la suite de ’article, on ne considere que la polarisation TM, le passage a la polarisation TE étant évident et on note
u = H,,. On sépare le domaine global z > —d en deux sous domaines par une interface située en z = —h. L’interface

est donc dans le matériau. On considére un opérateur de transmission sous la forme générale Bu = . Opu + koTuouT

peut étre séparé en T = T, + iT;. Onnote a5 = a, ¢ + ia; s son symbole dans une décomposition sur la base e*¥05*, Les
conditions de transmission s’écrivent

1 1
Eazul + kO(TT' + lTL)ul = ;azuz + kO(TT' + lTl)uz

1 1
_Eazuz — ko(T, — iT)u, = _;azul —ko(T — iT)wy

Apres avoir introduit u; = (A]- (s)etkz(9)z 4 B; (s)e‘ikl(s)z)eikosx dans ces conditions, on obtient le systéme augmenté

suivant :
[tps 1 0 0 0] [Bz] 0
Yis 1 —“Pis -1 O |4z | [0]
R e |31|=| o
0 0 1 1 -1 Ay 1
lo o 1 -1 —vllrl) Ll
—— —
Ks Vs bs
avec
—i&+k0as ) i&+k0a_s .
Wy, = £ e2ikzh ) =_€ = " pliksh
1,5 k ’ 25 k __
i?z'l'koas _l?z'l'koas

Ce systeme est inversible dés que a; ¢ # 0. A partir de ce systéme, on peut mettre en place un procédé itératif de
résolution de type Jacobi ou Gauss-Seidel en écrivant K, = Mg — N,. On obtient un procédé du type :

vl = M7INvI + M b

La convergence de I’algorithme est alors directement reliée aux valeurs propres A de la matrice M; ' N, puisque ’on a
p = maxg|A|. De plus, les valeurs propres sont, pour Jacobi :

/1£=1—rir\/Q_S
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et pour Gauss-Seidel

1 r
A=1-7r +§ers iE\/Qs(ers —4r +4)

Q (wz,s_fps)(lpl,s_;Z;i)
avec = =
s (wl,s_fps)(wz,s_ys 1)

Yst1
cas correspond a det X, = 1 (le probléme initial est mal posé¢). On peut également montrer que si ag ne se comporte pas

comme [s| & I’infini, alors limg_,., Q; = 1 et la convergence n’est pas exponentielle. Il est donc nécessaire d’avoir un
opérateur dont le symbole se comporte comme s a 1’infini.

et r le coefficient de relaxation. On note que A3 = 1 si Q; = 1. On peut montrer que ce

3.3. Exemple de taux de convergence obtenus a partir des formules analytiques
Nous prenons I’exemple d’un probléme presque résonant, ¢’est-a-dire qu’il existe un s pour lequel le déterminant de la
matrice X est proche de zéro. Ici, u = 5,& = 3. Nous avons représenté Figure 2 le taux de convergence p; = || pour
s allant de 0 a 20. Plusieurs types de conditions de transmission ont été testés.
e En noir : Condition de type Després : d,u + iz;u, z; € R
En bleu : Condition de type Després : d,u + zu, z € C
En rouge : Condition non locale imaginaire : d,u + iz;T;u
En vert : Condition non locale avec le méme opérateur sur la partie réelle et imaginaire : d,,u + zTu, z € C
En bleu clair : Condition générale : d,,u + z,.T,u + iz;T;u

0 L 1 |
(3 5 ) 15 20

s=kk,

Figure 2 : Taux de convergence pour des modes s allant de 0 a 20. En noir, CT de type Després avec coefficient imaginaire.
En bleu, CT de type Després avec coefficient complexe. En rouge, CT non locale, opérateur imaginaire pur. En vert, CT non
locale, opérateur de type zT, z étant complexe. En bleu clair, CT non locale, opérateur de type z,.T,. + iz;T;. Les courbes en

pointillées correspondent aux mémes conditions de transmission avec troncature § = 0.1

Les valeurs des taux qui nous intéressent sont données dans le tableau suivant :

Type de CT . Des.pre.s Després Oper.ate‘ur Opérateur 2T Opfare}teur
imaginaire complexe Imaginaire général
Taux max sur [0 20] 0.9883 0.9738 0.9878 0.9451 0.9238
Taux limite 1.0000 1.0000 0.9878 0.9451 0.9201
Taux max sur R 1.0000 1.0000 0.9878 0.9451 0.9238

On voit clairement que 1’opérateur particulier utilisé permet d’obtenir un taux de convergence maximal sur R différent
de 1 : la convergence est exponentielle pour tous les modes, y compris pour les grands modes.
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3.4. Exemple numérique sur un maillage 2D.
Pour compléter I’étude de ces nouvelles conditions de transmission, nous les avons implémentées dans un code
¢léments finis 2D. La résolution de I’équation de Helmholtz est réalisée sur un cercle de rayon 1, recouvert d’une
couche de matériau d’indice p = ¢ = 2 et d’épaisseur 0.05 dans un premier temps, puis 0.01. La fréquence vaut 2GHz.
Le domaine est coupé en 2 couches concentriques et le domaine est fermé par une condition absorbante. La résolution
est effectuée avec une condition de Després dans un premier temps, puis avec un opérateur de type zT. Nous avons
représenté Figure 3 et Figure 4 1’évolution du résidu au fur et a mesure des itérations.

' nespreé
Operateur non local

Logarithne du residu

-7 L 1 1 L L L 1 L L

] 28 48 60 88 108 128 148 160 180 2080
# Iteration
Figure 3 : Convergence d'une méthode Jacobi pour un matériau d'épaisseur 0.05

) Despres
Operateur non local

Logarithne du residu

-7 L L s L
e 58 168 156 200 258

# Iteration
Figure 4 : Convergence d'une méthode Jacobi pour un matériau d'épaisseur 0.01

L’intérét de I’opérateur de transmission est d’autant plus visible sur les problémes avec une couche mince, ou de
manicre plus générale, lorsque le maillage est suffisamment raffiné. En effet, le raffinement du maillage permet de
mieux représenter les modes élevés, et donc une condition locale aura plus de mal a converger sur ces modes. Ceci est
particulierement visible sur le second cas, ou la convergence pour Després est trés bonne au début puis stagne
rapidement, tandis que 1’opérateur traite trés bien les grands modes : on ne retrouve pas ce palier.
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Conclusion

Dans cet article, nous avons donc introduit des nouvelles conditions de transmission non locales. Ces conditions, de par
leur construction, permettent une preuve générale de convergence exponentielle d’un algorithme itératif de type Jacobi
ou Gauss-Seidel. Nous avons également introduit une méthode de troncature permettant de limiter le surcoit mémoire
engendré par la non-localité des conditions de transmission. Une étude analytique sur un cas simple de plan infini
permet de montrer I'intérét de telles conditions, et notamment pour les grands modes, comportement que nous
retrouvons lors d’expériences numériques sur le cercle.
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